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Dans cet article, on se propose d’e tudier la continuite dans les espaces L p des groupes
nilpotents des ope rateurs: {2(&2+W)&1, W12 {(&2+W)&1 et {(&2+W)&12
ou 2 est un sous-Laplacien et W un potentiel qui ve rifie d’assez bonnes conditions.
 1999 Academic Press
1. INTRODUCTION
Dans [Shen], Z.-W. Shen a conside re des ope rateurs de Schro dinger
&2+V(x) dans Rm (m3) ou le facteur non-ne gatif V(x) appartient a la
classe de Ho lder inverse e Bq pour tout qm2, il a obtenu les estimations
optimales L p pour les ope rateurs {2(&2+V)&1, {(&2+V)&12 et
{(&2+V)&1 {. Dans cet article, on va ge ne raliser ces re sultats a la situa-
tion des groupes de Lie nilpotents simplement connexes. Avant d’e noncer
les re sultats principaux de cet article, on aura besoin de quelques notations.
A. Notations et De finitions
1. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe d’alge bre
de Lie G. Soient X=[X1 , ..., Xm] un syste me de Ho rmander et 2=
&mi=1 X
2
i le sous-Laplacien associe . On note \ la distance de Carnot
Carathe odory sur (G, X); pour tout x # G et tout r>0, on note B(x, r)=
[ y # G; \(x, y)<r] la boule ouverte de centre x et de rayon r. Dans la
suite, on fixe une mesure de Haar dh sur G. Pour E/G mesurable, on note
|E| la mesure de E. De plus, soit e l’e le ment unitaire de G, on note V(t)=
|B(e, t)|=|B(x, t)| pour tout x # G et tout t>0. Alors, il existe C1>0 telle
que:
C &11 } t
dV(t)C1 } td, \0t1,
(1.1)
C &11 } t
2V(t)C1 } tD, \1t<,
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ou d est la dimension locale et D la dimension a l’infini de (G, X), on a de
plus Dd car G est simplement connexe. Il s’ensuit imme diatement qu’il
existe deux constantes C2=C2(C1 , d, D), C3>1 telles que:














|B(x, r)| |B(x, r) | f ( y)| dy; (1.4)
alors, pour tout 1<p+, il existe Cp>0 telle que:
&Mf &pCp & f &p , \f # L p(G). (1.5)
Par ailleurs, si :>0, pour toute fonction convenable f de finie sur G, on
peut de finir





f ( y) dy, x # G; (1.6)
alors, pour tous les 1<p<q<+ qui satisfont 1q=1p&:; avec
; # [d, D], il existe une constante Ap, q>0 telle que:
&I: f &qAp, q } & f &p , \f # L p(G). (1.7)
2. Soit W0, W{0, mesurable sur G; soit par ailleurs 1<q
<+, on dit que W # Bq si:
(i) W # Lqloc(G);
(ii) il existe une constant C
*
>0 telle que:






|B(x, r)| |B(x, r) W( y) dy, \x # G, \r>0. (1.8)
Dans la suite, on suppose toujours que W # Bq avec q>D2. De plus, on
suppose que la dimension locale d de (G, X) est supe rieure ou e gale a 3.
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B. E nonce s des Re sultats
Dans cet article, on se propose de prouver les the ore mes suivants:
The ore me A. Soit W # Bq avec q>D2 et soit m3. Alors, pour tout
1<pq, il existe une constante Cp>0 telle que:
&{2(&2+W)&1 f &pCp & f &p , \f # L p(G).
















Alors, pour tout 1p<p0 , il existe une constante Cp>0 telle que:
&W12{(&2+W)&1 f &pCp & f &p , \f # L p(G).











il existe une constante Cp>0 telle que:
&{(&2+W)&12 f&pCp & f &p , \f # L p(G).
Remarque 1.1. Dans le cadre des espaces euclidiens, comme ce que l’on
peut trouver dans [Shen], pour V # Bm2 , les re sultats des The ore mes A, B,
et C sont encore vrais, parce que pour V # Bq (q>1), il existe =>0 tel que
V # Bq+= dans le cas de Rm; de plus, Shen a montre que (&2+V) i# est un
ope rateur de Caldero nZygmund pour tout # # R quand V # Bm2 et que
{(&2+V)&12, (&2+V)&12 { et {(&2+V)&1 { sont aussi des ope rateurs
de Caldero nZygmund quand V # Bm .
Re sumons les arguments qu’on va utiliser dans cet article. Nous adaptons
les arguments de [Shen] a notre situation.
Tout d’abord, pour tout W # Bq avec q>D2, on de finit une fonction






V(r) |B(x, r) W( y) dy1= . (1.9)
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Ensuite, on utilise un analogue du lemme de FeffermanPhong de [Feff]
pour de montrer que quand W # Bq ou q>D2, on a les estimations suivantes:
|1(x, y, *)|
C(k)






|{y 1( y, x, *)|
Ck
(1+*12\(x, y))k [1+m(x, W) \(x, y)]k
\2(x, y)
V(\(x, y))






pour tout *0 et tout k # N, ou 1(x, y, *) est la solution fondamentale de
l’ope rateur &2+W+*.
Avec l’estimation (1.10), on e tablit l’estime e L p de l’ope rateur
W(&2+W)&1; alors, on de duit le The ore me A de la comparaison en
normes L p du gradient ite re et du laplacien sans potentiel (voir la Proposi-
tion 1$ de [Loho]).
Pour de montrer le The ore me B, on conside re T*, l’adjoint de
W12{(&2+W)&1; en utilisant (1.11), on prouve:
|T*f (x)|{





C(q0 , d, D, q*)[M( | f |
p$(q
*
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La preuve la plus difficile est celle du The ore me C. On Conside re A,




K( y, x) f ( y) dy
+|
\( y, x)rx
[K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy
+|
\( y, x)rx
K0( y, x) f ( y) dy,
ou rx=1m(x, W) et K(x, y) (resp. K 0(x, y)) est le noyau de l’ope rateur
{(&2+W)&12 (resp. {(&2)&12). On montre que:
} |\( y, x)>rx K( y, x) f ( y) dy }
{
C(q0 , d, D, q)[M( | f | p$(q, d ))]1p$(q, d ) (x)
C(q0 , d, D, q*)[M( | f |
p$(q
*







































} |\( y, x)rx [K( y, x)&K
0( y, x)] f ( y) dy }
{
C(q0 , d, D, q)[M( | f | p$(q, d ))]1p$(q, d ) (x)




























Cet article est organise comme suit: dans la deuxie me section, on de finit
la fonction auxiliaire m(x, W) et e tudie ses proprie te s. On e nonce et de montre
aussi le Lemme de FeffermanPhong (Lemme 2.9) sous la condition de
W # Bq avec q>D2. Dans la troisie me section, on donne l’estimation de la
solution fondamentale. On de montre le The ore me A dans la Section 4.
Dans la cinquie me section, on prouve le The ore me B; enfin, on donne la
de monstration du The ore me C dans la Section 6.
Cet article est une partie de ma the se de doctorat a l’Universite de Paris-
Sud (Orsay), je tiens a remercier mon directeur de recherche, Monsieur
N. Lohoue , pour ses utiles discussions et suggestions. Je veux remercier
aussi le rapporteur pour quelques suggestions.
2. SUR LA FONCTION AUXILIAIRE m(x, W)
Dans toute la suite, Cte, Cte
*
, Cte*, etc. de signeront des constantes
universelles. Celles-ci pourront changer d’une ligne a une autre.
Pour tout E/G mesurable borne e, on pose +(E)=E W(x) dx.
Maintenant, pour toute boule borne e B dans G, et pour tout E/B
mesurable, d’apre s l’ine galite de Ho lder et (1.8), nous avons
+(E)=|
E
W(x) dx|E|1q$ \|E Wq(x) dx+
1q























pour toute boule borne e B dans G, et pour tout E, F/B mesurables.
D’apre s (2.2) et (2.3), on en de duit que:
Proposition 2.1. Pour tout 0<:<1, il existe deux constantes 0<
C1(C*, q, :), C2(C* , q, :)<1 telles que:
|E|<C1(C*, q, :) } |B| O +(E)<:+(B), (2.4)
|E|>C2(C*, q, :) } |B| O +(E)>:+(B), (2.5)
pour toute boule borne e B dans G, et pour tout E/B mesurable.
Remarque 2.1. D’apre s [Mitc] et ‘‘(52) Remarque’’ de [Pans], nous











Gra^ce a la Remarque 2.1 et la Proposition 2.1, on a imme diatement:
Corollaire 2.2. La mesure W(x) dx a la proprie te de de doublement du
volume, c’est-a -dire, il existe une constante :0=Cte(C* , q, D)>1 telle que:
|
B(x, 2r)
W( y) dy:0 |
B(x, r)
W( y) dy, (2.8)
pour tout x # G et tout r>0.
De monstration. En effet, comme V: [0, +)  [0, +) est continue,




>C2 \C* , q, 12+ , \r>0,
ou C2(C* , q,
1




Soit m0 # N tel que &m0( 12)<
1
2, alors, en utilisant (2.5), on a:





+(B(x, r)), \x # G, \r>0.
D’ou le Corollaire 2.2. K
Lemme 2.3. Il existe une constante C=Cte(C
*
, C2)>0 telle que
r2




V(R) |B(x, R) W( y) dy, (2.9)
pour tout x # G et tout 0<r<R<+.
De monstration. D’apre s l’ine galite de Ho lder, on a
1
V(r) |B(x, r) W( y) dy\
1










V(R) |B(x, R) W( y) dy, (2.10)
gra^ce a (1.8).
Avec (1.2), on obtient (2.9). K










V(r) |B(x, r) W( y) dy=+,
pour tout x # G.
On peut donc de finir m(x, W):
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V(r) |B(x, r) W( y) dy=1.
De plus, d’apre s le Lemme 2.3, on a les re sultats suivants:



















W( y) dy& O
1
m(x, W)
C(&) r, \x # G.
(2) En particulier,
r2




Lemme 2.5. Soient ’>0 une constante et \(x, y)’(1m(x, W)). Alors,
il existe une constante C(’)>0 telle que:
1
C(’)
m(x, W)m( y, W)C(’) m(x, W). (2.13)
De monstration. On note r=1m(x, W).


























D’ou le Lemme 2.5. K
Remarque 2.2. Pour x # G fixe , on pose r=1m(x, W). Soit y # G tel




* \V(\(x, y))V(r1) +
(1q)&1
} |
B( y, \(x, y))
W(h) dh
C






* \V(\(x, y))V(r1) +
(1q)&1
















V(r1) |B( y, r1 ) W(h) dh
C
*











D’une part, nous pouvons choisir :0 , la constante qui provient du
Corollaire 2.2, suffisamment grand pour que:
lim
r1  r












} \2\(x, y)r +
log2 :0
>1, (2.15)
car \(x, y)r et (1.2).
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r2&(Dq)1 \2\(x, y)r +
log2 :0&d
} \Dq(x, y) r&2
=0, (2.16)
car 2>Dq.
Par conse quent, si on choisit :0 qui provient de (2.8) suffisamment






















) |B( y, r*)
W(h) dhC
*
} :0 , (2.18)







} \2 \(x, y)r +
log2 :0




C 22 } 2





ou :0 est suffisamment grande.







Cte[\(x, y) m(x, W)]k0 (:0 , q, D) } m(x, W), (2.20)
quand \( y, x)1m(x, W).
Apre s avoir pre pare la Remarque 2.2, on peut donner les deux re sultats
suivants:
162 HONG-QUAN LI
Lemme 2.6. Il existe des constantes ;1 , ;2 , k0>0, telles que:
m( y, W);1[1+\(x, y) } m(x, W)]k0 m(x, W), (2.21)
m( y, W);2
m(x, W)
[1+\(x, y) } m(x, W)]k0k0+1
, (2.22)
pour tout (x, y) # G_G.
De monstration. D’apre s (2.20) et (2.13), on a (2.21). On utilise (2.13) en
interchangeant x et y dans (2.21) et l’on obtient (2.22). K
Corollaire 2.7. Il existe des constantes ;1*, ;2*, k0>0 telles que:
;1*[1+\(x, y) m( y, W)]11+k01+\(x, y) m(x, W)
;2*[1+\(x, y) m( y, W)]k0+1, (2.23)
pour tout (x, y) # G_G.
Remarque 2.3. 1. On suppose que :, q sont deux constantes convenables.




























q$ } : V(2&k&1R)
Vq$(2&k&1R)
par (1.3)
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Cte(q, D) RV &1q(R),
si q>D, (2.25)
pour tout x # G et tout R>0.
2. Par conse quent, pour tout x # G et tout R>0, nous avons:












} {|B(x, R) Wq( y) dy=
1q
Cte R2V&1q(R) } {|B(x, R) Wq( y) dy=
1q
par (2.24)





V(R) |B(x, R) W( y) dy par (1.8). (2.26)












} {|B(x, R) W q( y) dy=
1q
Cte RV &1q(R) } {|B(x, R) Wq( y) dy=
1q
par (2.25)





V(R) |B(x, R) W( y) dy par (1.8). (2.27)
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V(R) |B(x, R) W( y) dy:*[Rm(x, W)]
k*, (2.28)
pour tout x # G et tout R>0.
De monstration. On note r=1m(x, W) et on suppose que 2 jrR<
2 j+1r avec j # N. Comme W(x) dx a la proprie te de de doublement du












par la de finition de r=1m(x, W).
Donc, d’apre s (1.2), on a
R2
















=C2:0 et k*log2 (:0 } 2
2&d).
Ce qui prouve le Lemme 2.8. K
Remarque 2.4. (L’ine galite de Poincare pour les groupes de Lie a
croissance polynomial du volume.)
Il existe une constante Cte>0 telle que:
||
B(h, R)_B(h, R)




pour tout h # G, u # C 10(G) et tout R>0. On peut trouver ce re sultat dans
[Varo].
E nonc ons un lemme important pour la suite:
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|u(x)|2 m2(x, W) dx:
** _|G |{u|2 dx+|G |u(x)|2 W(x) dx& , (2.30)
pour tout u # C 10(G).
De monstration. Soit x0 # G fixe , on note r0=1m(x0 , W).
D’apre s (2.29), on a
|
B(x0 , 3 } r0)
|{u( y)| 2 dyCte
1





|u( y)|2 W( y) dy
1
V(r0) |B(x0 , r0) _|B(x0 , r0) |u( y)|
2 W( y) dy& dx.
De plus, d’apre s (2.5), il existe deux constantes 0<=0 , C*(=0)<1 telles que:
}{x # B; W(x) =0|B| |B W( y) dy=}C*(=0) |B|,
pour toute boule borne e B dans G.
En effet, on note
F={x # B; W(x) =0|B| |B W( y) dy=
et







|B| |B W( y) dy+ dx==0 |B W( y) dy.





|F |=|B|&|F c|(1&C*(=0)) |B|.
En particulier, nous avons





(=0) |B(x0 , r0)|=C*(=0) V(r0).








V(r0) ||B(x0 , r0)_B(x0 , r0)
__ 1r20 |u(x)&u( y)|2+W( y) |u( y)| 2& dx dy
Cte
1
V(r0) ||B(x0 , r0)_B(x0 , r0) min \W( y),
=0
r20 +
_[|u(x)&u( y)|2+|u( y)| 2] dx dy
Cte
1
V(r0) ||B(x0 , r0)_B(x0 , r0) min \W( y),
=0
r20 + } _
1
2




V(r0) |B(x0 , r0) |u(x)|
2 dx }
=0















r20 |B(x0 , r0) |u(x)|
2 dx.
Donc, d’apre s le Lemme 2.5, nous avons
|
B(x0 , r0)
|u(x)|2 m2(x, W) dx

Cte
r20 |B(x0 , r0) |u(x)|
2 dx
Cte
* |B(x0 , 3r0) [|{u(x)|
2+|u(x)|2 W(x)] dx.
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De plus, gra^ce au Lemme 2.5, ainsi que (1.3), on a
|
B(x0 , r0)
|u(x)|2 m2(x, W) V&1 \ 1m(x, W)+ dx
Cte
* {|B(x0 , 3r0) [|{u(x)|
2+|u(x)| 2 W(x)] V&1 \ 1m(x, W)+ dx.=
En inte grant en x0 dans G, on en de duit que
|
G
|u(x)| 2 m2(x, W) V&1 \ 1m(x, W)+ } _|\(x0 , x)<1m(x0 , W) dx0& dx
=|
G _|B(x0 , r0) |u(x)|
2 m2(x, W) V&1 \ 1m(x, W)+ dx& dx0
Cte |
G {|B(x0 , 3r0) [ |{u(x)|
2+|u(x)|2 W(x)] V&1\ 1m(x, W)+ dx= dx0
=Cte |
G
[|{u(x)| 2+|u(x)|2 W(x)] V &1 \ 1m(x, W)+
__|\(x0 , x)<3m(x0 , W) dx0& dx.
Mais, d’apre s le Lemme 2.5 et (1.2), nous avons
|



















|u(x)| 2 m2(x, W) dx:
** _|G |{u|2 dx+|G |u(x)|2 W(x) dx& .
Ce qui ache ve la de monstration du Lemme 2.9. K
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3. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS FONDAMENTALES
Remarque 3.1. Soit pt(x, y) le noyau de la chaleur associe a (G, X), on
a les re sultats suivants, voir [V-S. C-T]:
Il existe ht telle que pour tout x, y # G et tout t>0,
pt(x, y)=ht( y&1x);
et des constantes Cte, C, C$>0 telles que:
ht(x)Cte V(- t)&1 exp \&C$ \
2(e, x)
t + ,
\x # G, \t>0; (3.1)
ht(x)Cte V(- t)&1 exp \&C \
2(e, x)
t + ,
\x # G, \t>0; (3.2)
|{ht(x)|Cte t&12V(- t)&1 exp \&C$ \
2(e, x)
t + ,
\x # G, \t>0; (3.3)
|{2ht(x)|Cte t&1V(- t)&1 exp \&C$ \
2(e, x)
t + ,
\x # G, \t>0. (3.4)




= } |G X (x)i pt2(x, z) X ( y)j pt2(z, y) dz }
C \ t2+
&1





t&1V &1(- t) } V&1(- t) |
G
e&C$((\(x, z)+\(z, y))22t)
_e&C$(\2(x, z)+\2(z, y)t) dz
C*t&1V &1(- t) e&C"(\2(x, y)t). (3.5)
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On pose:
Ht f (x) =
de f |
G





e&*tHt f dt pour *0. (3.7)
Soit 10(x, y) (resp. 10(x, y, *)) la solution fondamentale de l’ope rateur
&2 (resp. &2+* avec *0). On a la:
















pour tout x{ y.



















pour tout x{ y et *>0.
De monstration. La proposition se de duit facilement de (3.1), (3.2),
(3.3), (3.4), (3.5) et (3.7). K
E tant donne un ensemble ouvert U/G, on note S(U) la fermeture de
C(U) sous la norme




S0(U)=[u # S(U); u a support compact],
Sloc(U)=[u # L2loc(U); .u # S(U), \. # C

0 (U)].




[{u } {.+Wu.] dx=0, \. # C 0 (U),
ou {u } {.=mi=1 (Xiu)(X i .).
Remarque 3.2. 1. On sait, d’apre s le Lemme 3.1 de [C-G-L], que:




[{u } {.+Wu.] dx=0, \. # S0(U). (3.14)




|u(x)| 2 m2(x, W) dx
Cte |
G
[|{u(x)|2+|u(x)|2 W(x)] dx, \u # S0(G), (3.15)
ou la constante Cte ne de pend pas de u.
2. On pose E(R)=Rd&2+RD&2, \R>0. E videmment, quand D
d>2, E( } ): (0, +)  (0, +) est une fonction strictement croissante.
On note F( } ): (0, +)  (0, +), la fonction inverse de E( } ). On remarque
que: pour tout r>0 et tout C>1, on a:
Cd&2E(r)E(Cr)C D&2E(r); (3.16)
C1D&2F(r)F(Cr)C 1d&2F(r). (3.17)
D’apre s la Remarque 3.2, (1.2) et la Proposition 3.1, il existe des
constantes strictement positives telles que:
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C&1\(x, y)F \ 110(x, y)+C\(x, y); (3.20)
pour tout x, y # G.
Pour continuer cet article, on a besoin du lemme suivant:
Lemme 3.2. Soit C1 comme dans (3.20). Alors, il existe une constante
C
*
>0 telle que pour tout x # G, R>0 fixe s, il existe une fonction =(x, R)
# C 0 (B(x, 2C
2R)) qui satisfait:











De monstration. Nous choisissons /1 # C 0 (R) telle que 0/11 qui
satisfait:
/1(s)={1 si |s|C,0 si |s|3C2.
Soit R>0 fixe , on pose
/(s)=/1 \ sR+ .
Alors,










Pour x # G fixe , on de finit
( y)=/ \F \ 110(x, y)++ , \y # G.
D’apre s (3.20), on en de duit que  # C 0 (B(x, 2C
2R)) et ( y)=1 pour
tout \( y, x)R.












En effet, pour tout 1i, jm, nous avons
Xi Xj =&Xi _/$ \F \ 110(x, y)+ F $\
1
10(x, y)+
X j 10(x, y)
1 20(x, y) +&







































E(x, \(x, y)), par (3.18);
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et
}F $ \ 110(x, y)+}= }
1
E$ \F \ 110(x, y)++ }
F \ 110(x, y)+




, par (3.19) et (3.20).
De plus, on a:
}F" \ 110(x, y)+}= }
E" \ 110(x, y)+
_E$ \F \ 110(x, y)++&
3 }
(D&2)(D&3)
E \F \ 110(x, y)++
_F \ 110(x, y)+&
2
__
E \F \ 110(x, y)++
F \ 110(x, y)+ &
&3
=(D&2)(D&3)
F \ 110(x, y)+




, d’apre s (3.19) et (3.20).
Il en re sulte que
|Xi Xj| } /" \F $ X i10120 +\F $
Xj10










} Cte _ \(x, y)E(\(x, y)) }
E(\(x, y))
\(x, y) &







































Ce qui ache ve la preuve du lemme. K
Lemme 3.3. Soit C comme dans le Lemme 3.2. Soit u # Sloc(B(x0 , 4C2R)) a
valeur re elle une solution faible de
&2u+(W+*) u=0, dans B(x0 , 4C2R);
ou *0.






R2 |B(x0 , 2C2R) |u(x)|
2 dx. (3.21)
De monstration. La de monstration suivante vient de [Giaq].
D’apre s le Lemme 3.2, nous pouvons choisir ’ # C 0 (B(x0 , 2C
2R)) qui
satisfait:




ou Cte ne de pend ni de x ni de R.
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On en de duit que:
|
B(x0 , R)











R2 |B(x0 , 2C 2R) |u(x)|
2 dx.
Ce qui termine la preuve. K
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On note 1(x, y) (resp. 1(x, y, *)) la solution fondamentale de &2+W
(resp. &2+W+*), nous savons que:








Lemme 3.4. Soit C comme dans le Lemme 3.2. Soit u une fonction positive
qui satisfait
&2u+(W+*) u=0, dans B(x0 , 4C2R).
Alors, il existe une constante qui ne de pend pas de x0 # G ni de R>0 ni
de *0 telle que:




De monstration. Tout d’abord, choisissons ’ # C 0 (B(x0 , R)) qui satisfait
les proprie te s dans le Lemme 3.2, en particulier, ’( y)=1 pour tout
y # B(x0 , B2C2).
Comme
[&2+(W+*)](u’)=&{’ } {u&u 2’,
si x est dans B(x0 , R4C2),
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Cte
* {R } 1V(R) |\(x0 , y)<R |{u| dy
+
1
V(R) |\(x0 , y)<R |u| dy= par (1.2)
Cte {R } _ 1V(R) |B(x0 , R) |{u|




Cte { 1|B(x0 , 2R)| |B(x0 , 2C2R) |u|
2 dy=
12
d’apre s (1.2) et (3.21).
D’ou le lemme. K
Lemme 3.5. Soient C comme dans le Lemme 3.2 et u une fonction positive
qui satisfait
&2u+(W+*) u=0, dans B(x0 , 4C2R).











De monstration. On choisit ’ # C 0 (B(x0 , R)) telle que:








m2(x, W) |u(x)|2 dx
|
G
m2(x, W) |u’|2 (x) dx










* {|B(x0 , R) |{u|
2 dx+
1




|u| 2 W(x) dx=

Cte
R2 |B(x0 , 2C2R) |u|
2 dx,
gra^ce a (3.21).
Mais, (2.22) montre que
m(x, W)Cte
m(x0 , W)
[1+\(x0 , x) m(x0 , W)]k01+k0
Cte
m(x0 , W )
[1+Rm(x0 , W)]k0 1+k0
,







[1+Rm(x0 , W)]2(k0 1+k0)
[Rm(x0 , W)]2 |B(x0 , 2C 2R) |u|
2 dx.







[1+Rm(x0 , W)]2k0+1 |B(x0 , 2C2R) |u(x)|
2 dx;







[1+Rm(x0 , W)]2k0+1 |B(x0 , 2C 2R) |u(x)|
2 dx. (3.26)
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_1+ 12C2 (4C4)1&i rm(x0 , W)&
21+k0= |B(x0 , 2r) |u(x)|2 dx

Ck
[1+rm(x0 , W)]2kk0+1 |B(x0 , 2r) |u(x)|
2 x, (3.27)
pour tout k # N et 0<r<R.





(1+*12R)2 |B(x0 , 2C 2R) |u(x)|
2 dx.
De la me^me fac on, on peut voir que
|
B(x0 , (2C
2) & k r)
|u(x)|2 dx
Ck
(1+*12r)2k |B(x0 , r) |u(x)|
2 dx, (3.28)
pour tout k # N et tout 0<r<2R.
Par conse quent, pour tout k
*
# N et tout 0<r<R, on a:
|
B(x0 , (2(4C
4) k V) r)
|u(x)|2 dx
=_|B(x0 , (2(4C 4) kV) r) |u(x)|
2 dx&
12
} _|B(x0 , (2(4C4) k V) r) |u(x)|
2 dx&
12
{ Ck*[1+rm(x0 , W)]2k*1+k0 |B(x0 , 2r) |u(x)|
2 dx=
12








(1+*12r)k* |B(x0 , 2r) |u(x)|
2 dx.
(3.29)
D’apre s (3.24), (1.2) et (3.29), on obtient donc le Lemme 3.5. K
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The ore me 3.6. Soit W # Bq avec q>D2. Alors, pour tout k # N, il
existe une constante C(k)>0 telle que:
|1(x, y, *)|
C(k)






pour tous x{ y # G et tout *0.
De monstration. E tant donne s x0 { y0 # G et *0 fixe s, on pose u(x)=
1(x, y0 , *) et R=(18C2) \(x0 , y0) ou C est comme dans le Lemme 3.2.
Alors,
&2u+(W+*) u=0 dans B(x0 , 4C2R).
D’apre s (3.25) et (3.23), nous obtenons imme diatement le The ore me 3.6.
K
Corollaire 3.7. Soit W # Bq avec q>D2. Alors, pour tout 1p
+, il existe une constante Cp>0 telle que:
&m2( } , W)(&2+W)&1 f&pCp & f &p , \f # L p(G). (3.31)
De monstration. Pour x # G quelconque, en posant k=3 dans la formule
(3.30), on voit que:
|
G
|1(x, y)| dyCte |
G
1









2 j<m(x, W) \(x, y)2 j+1
_
1



































ou 1(x, y)=1(x, y, 0) est la solution fondamentale de &2+W.
Donc, pour f # L p(G), avec 1p+, d’apre s l’ine galite de Ho lder,
nous avons
|(&2+W)&1 f |= } |G 1(x, y) f ( y) dy }
\|G |1(x, y)| dy+
1p$











|m2(x, W)(&2+W)&1 f (x)| p dx
Cte |
G
| f ( y)| p \|G m2(x, W) |1(x, y)| dx+ dy.
D’apre s le The ore me 3.6 et le Lemme 2.6, on en de duit que:
|
G
m2(x, W) |1(x, y)| dx
Ck |
G
m2( y, W)[1+\(x, y) m( y, W)]2k0
_
1








2 j<\(x, y) m( y, W)2 j+1
_
m2( y, W)






















(2 j+1)2 par (1.3)
Cte,
si on choisit k2k0+3.
Ce qui ache ve la de monstration du Corollaire 3.7. K
4. DE MONSTRATION DU THE ORE ME A
Dans cette section, on va de montrer le The ore me A. On commence par
montrer que W(&2+W)&1 est borne sur L p:
The ore me 4.1. Soit W # Bq avec q>D2. Alors, pour tout 1pq, il
existe une constante Cp>0 telle que:
&W(&2+W)&1 f&pCp & f &p , \f # L p(G). (4.1)
De monstration. Soit f # L p(G) avec 1pq, on note
u(x)=(&2+W)&1 f (x)=|
G
1(x, y) f ( y) dy.
Il faut de montrer
&Wu&pCp & f &p .
On remarque d’abord que:
u(x)=|
\(x, y)<r
1(x, y) f ( y) dy+|
\(x, y)r
1(x, y) f ( y) dy
=u1(x)+u2(x), (4.2)
ou r=1m(x, W).
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D’une part, (2.24) montre que
|u1(x)||
\(x, y)<r





| f ( y)| dy par (3.22)






\|B(x, r) | f ( y)|q dy+
1q
par l’ine galite de Ho lder









Wq(x) _|\(x, y)<r | f ( y)|q dy& r2qV &1(r) dx
=Cte|
G
| f ( y)|q_|\(x, y)<1m(x,W)Wq(x)m&2q(x,W)V&1\
1
m(x,W)+dx&dy.
En posant r=1m( y, W), on a:
|
\(x, y)<1m(x, W)
Wq(x) m&2q(x, W) V&1 \ 1m(x, W)+ dx





V(C } R) |\(x, y)<C } R W
q(x) dx par (1.2)
Cte* { (C } R)
2
V(C } R) |\(x, y)<C } R W(x) dx=
q
par (1.8)





|W(x) u1(x)|q dxCte |
G
| f (x)|q dx. (4.3)


















| f ( y)| dy, d’apre s (2.26) et (2.28).
Autrement dit:
&Wu1&1C( p) & f &1 , \f # L1(G). (4.4)
Si 1pq et r=1m(x, W), d’apre s l’ine galite de Ho lder, nous avons:
|u2(x)||
\(x, y)r
|1(x, y)| | f ( y)| dy
\|\(x, y)r |1(x, y)| dy+
1p$
\|\(x, y)r |1(x, y)| | f ( y)| p dy+
1p
.















2 i r\(x, y)<2 i+1 r
1






















En utilisant encore le The ore me 3.6, on a l’ine galite :
|
G
|W(x) u2(x)| p dx
|
G






(1+\(x, y) m(x, W))k
\2(x, y)
V(\(x, y))
| f ( y)| p dy= dx
=C*k |
G



















\(x, y)C } R
W p(x)
1






\(x, y)C } R
W p(x)
1










































































|W(x) u2(x)| p dxC( p) |
G
| f (x)| p dx, \1pq. (4.5)
D’apre s (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5), ainsi que le the ore me de convexite de
Riesz, on obtient le The ore me 4.1. K
De monstration du The ore me A. D’apre s le The ore me 4.1, nous avons:
&2(&2+W)&1 f&pCp & f &p , \1<pq, \f # L p(G).
Or, d’apre s la comparaison en normes L p du gradient ite re et du laplacien
sans potentiel (voir la Proposition 1$ de [Loho]), on sait que pour tout
1<p<+, il existe Cte( p)>0 telle que:
&{2f &pCte( p) &(&2) f&p , \f # L p(G).
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Donc, pour tout 1<pq fixe , on a l’ine galite :
&{2(&2+W)&1 f&p Cte(p) &2(&2+W)&1 f&p
Cp & f &p , \f # L p(G).
5. DE MONSTRATION DU THE ORE ME B
On se propose de de montrer le The ore me B dans cette section. On
commence par une estimation de {y1( y, x, *) ou 1(x, y, *) est la solution
fondamentale de l’ope rateur (&2+W+*).
E tant donne s x0 { y0 # G et *0, on note u( y)=1( y, x0 , *) et R=
(18) \(x0 , y0). Alors,
&2u+(W+*) u=0, dans B( y0 , 4R).
On choisit ’ # c0 (B( y0 , 2R)) telle que:







ou C est comme dans le Lemme 3.2 et la constante Cte ne de pend pas de
y0 ni de R.
On remarque que:
u( y) ’( y)=|
G
10( y, x, *)(&2+*)(u’)(x) dx
=|
G
10( y, x, *)(&Wu’&2{u } {’&u 2’) dx
=|
G
10( y, x, *)(&Wu’+u 2’) dx
+2 |
G
[{x10( y, x, *) } {’] u dx,
ou 10(x, y, *) est la solution fondamentale de (&2+*).
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D’apre s la Proposition 3.1 et les proprie te s de la fonction ’,
|{yu( y0)|= } |G ({y10( y0 , x, *)) (&Wu’+u 2’) dx
+2 |
G
{y[({x 10( y0 , x, *) } {’) u] dx }
|
G
|{y 10( y0 , x, *)| ( |Wu’|+|u 2’| ) dx
+2 |
G
|{y{x10( y0 , x, *)| } |{’| } |u| dx
Cte |
B( y0 , 2R)
W(x) |u(x)|
\( y0 , x)






V(R) |B( y0 , 2R) |u(x)| dx. (5.1)
D’apre s le The ore me 3.6, nous avons donc prouve le:
Lemme 5.1. Soit W # Bq avec q>D2. Alors, pour tout k # N, il existe
une constante Ck>0 telle que:
|{y1( y, x, *)|
Ck
(1+*12\(x, y))k [1+m(x, W) \(x, y)]k
\2(x, y)
V(\(x, y))





\(x, y)= , (5.2)
pour tout x{ y # G et tout *0.
Avant de de montrer le The ore me B, nous donnerons une remarque et
quelques lemmes:



























{x1(x, y) f ( y) dy. (5.4)
Alors, T*f vaut:
\|G (X ( y)1 1( y, x)) W12( y) f ( y) dy, ..., |G (X ( y)m 1( y, x)) W12( y) f ( y) dy+
(5.5)
pour tout x # G et toute f # C 0 (G).
Alors, pour de montrer le The ore me B, il suffit de de montrer
&T*f &pCp & f &p , \p$0<p+.





2 j&1r<\( y, x)2 jr
|{y 1( y, x)| W12( y) | f ( y)| dy.
On fixe les notations suivantes:

























D’apre s l’ine galite de Ho lder,
|
2 j&1r<\( y, x)2 jr
|{y1( y, x)| W 12( y) | f ( y)| dy
\|2 j&1r<\( y, x)2 jr |{y1( y, x)| t dy+
1t
\|\( y, x)2 jr Wq0( y) dy+
12q0




Or, d’apre s le Lemme 5.1, on voit que:







































} { 12 jr V 1t(2 jr)+A*1, q V1q(2 j+1r)
_
1
V(2 j+1r) |\( y, x)2 j+1r W( y) dy=
car { 1V(2 j+1r) |\( y, x)2 j+1r Wq( y) dy=
1q









V (1t)&1(2 jr) {2 jr+V1n(2 jr) (2
jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy= ,
d’apre s (1.3) et le Corollaire 2.2.
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Donc, d’apre s (5.6), on a:
|
2 j&1r<\( y, x)2 jr
|{y1( y, x)| W12( y) | f ( y)| dy

C(k, q)
(1+2 j)k {2 jr+V 1n(2 jr)
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy=
_\ 1V(2 jr) |\( y, x)2 jr Wq0( y) dy+
12q0




(1+2 j)k {2 jr+V 1n(2 jr)
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy=
_\ 1V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy+
12
[M( | f | p$(n))(x)]1p$(n)











V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy&
32
=


















[M( | f | p$(n))(x)]1p$(n). (5.8)
Mais:
1. Si j0, d’apre s le Lemme 2.3, nous avons
(2 jr)2






V(r) |\( y, x)r W( y) dy
=Cte (22&(Dq0)) j.
192 HONG-QUAN LI
2. Si j>0, d’apre s le Lemme 2.8, nous savons qu’il existe deux
constantes Cte, k
*
>0 telles que pour tout j>0, nous avons:
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dyCte (2
k*) j.
Par conse quent, si on choisit la constante k assez grande telle que
k>(k
*





















V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy&
32
, (5.10)
on aura besoin des deux lemmes suivants:
Lemme 5.2. Soient r=1m(x, W)1 et n # [d, D]. Alors, quand on












V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy&
32
C(k) r(dn)&1. (5.11)
De monstration. En effet, d’une part, pour tout j0,
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dyCte } (2





[Cte } (2 j)D rd]1n
2 jr
Cte(2 j) (Dn)&1 r(dn)&1,
car (1.1) et r1.













V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy&
32
C(k) r(dn)&1. (5.12)
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[Cte } (2 jr)d]1n
2 jr
=Cte (2 j) (dn)&1 r(dn)&1,
par (1.1) et r1; et d’apre s (2.10),
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dy
C






V(r) |\( y, x)r W( y) dy
Cte (2 j)2&(dq0),
d’apre s (1.1) et r=1m(x, W)1.












































(5.12) et (5.13) entra@^nent le Lemme 5.2. K
Lemme 5.3. Soient r=1m(x, W)>1 et n # [d, D]. Alors, si k est assez















De monstration. Pour tout j0, nous avons
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dyCte } (2





[Cte } (2 jr)D]1n
2 jr
Cte (2 j) (Dn)&1 r(Dn)&1,
gra^ce a (1.1) et r>1.















Soit j0(r)<0 tel que 2 j0(r)r # [ 12 , 1):
(1) Si j0(r)< j<0, (1.1) donne
V1n(2 jr)
2 jr
Cte (2 jr) (Dn)&1=Cte (2 j) (Dn)&1 r(Dn)&1,
car 2 jr1; d’apre s le Lemme 2.3,
(2 jr)2
V(2 jr) |\( y, x)2 jr W( y) dyCte (2
j)2&(Dq0).
















(2) Si j j0(r), d’apre s (1.1), on a
V1n(2 jr)
2 jr
Cte (2 jr) (dn)&1=Cte (2 j) (dn)&1 r (dn)&1,
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car 2 jr<1; d’apre s (2.10), on a de plus
(2 jr)2























































Le Lemme 5.3 se de duit alors de (5.15), (5.16) et (5.17). K
De monstration du The ore me B. D’apre s les formules (5.8) et (5.9), ainsi
que les Lemmes 5.2 et 5.3,
|T*f (x)|{
C(d, D, q0 , q)[M( | f | p$(d ))]1p$(d ) (x)




























D+ avec 1<q*<D et q*q0 .






q0 , il existe
une constante Cte>0 telle que:
|T*f (x)|Cte[M( | f | p$(D))]1p$(D) (x), \x # G.
Donc, d’apre s (1.5), pour tout p$(D)<p+ fixe , il existe une
constante Cp>0 telle que:
&T*f &pCp & f &p , \f # L p(G).
Par dualite :



















On en de duit que














p0 =2q0 , si q0>D.
Ce qui termine la preuve. K
Remarque 5.2. Dans le cas ou q0>D, on a une de monstration plus
simple comme suit:
En effet, si on pose p0=2q0 , d’apre s le Lemme 5.1, la De finition 2.4,
(2.27) et le Lemme 2.8, on a:
|{y1( y, x)|
Ck
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V(2 jr) |B(x, 2 jr) W











V(2 jr) _|B(x, 2 jr) Wq0( y) dy&
12q0








V(2 jr) |B(x, 2 jr) W
q0( y)) dy&
12q0








V(2 jr) |B(x, 2 jr) W( y) dy&
12
_[M( | f | p$0)(x)]1p$0 par (1.8)
Cte(k)[M( | f | p$0)(x)]1p$0,
gra^ce a (5.9).
D’apre s (1.5), on a donc:
&T*f &pCp & f &p , \p$0<p+,
par conse quent
&Tf &pCp & f &p , \1p<p0 .
Dans le cas W # Bq0(D2<q0<D) et WC>0; on peut modifier l’expo-
sant p0 du The ore me B comme suit:
Corollaire 5.4. Soit W # Bq0 avec q0>D2. On suppose de plus que
WC0>0. Alors, pour tout 1p<2q0 fixe , il existe une constante
C( p, C0)>0 telle que:
&W12 {(&2+W)&1 f &pC( p, C0) & f &p , \f # L p(G). (5.19)
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De monstration. WC0>0, donc, d’apre s la De finition 2.4, on sait qu’il
existe une constante Cte (C0)>0 telle que:
1
m(x, W)
Cte(C0), \x # G.
En utilisant les me^mes notations de la Remarque 5.1, les Lemme 5.2,
Lemme 5.3, (5.9) et (5.8),













avec 1<qq0 , n # [d, D] et q<n.
(1.5) et la dualite permettent de conclure. K
6. DE MONSTRATION DU THE ORE ME C
Dans cette section, on donnera la de monstration du The ore me C et on
prouvera que les ope rateurs W 12(&2+W)&12 et W12(&2+W)&1 {
sont borne s dans L p(G) ou p satisfait certaines ine galite s.



























*&12X (x)m 1(x, y, *) d*+ , (6.3)
ou 1(x, y, *) est la solution fondamentale de &2+W+*.
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Pour une fonction f convenable, on pose
Af (x) =de f |
G
K( y, x) f ( y) dy. (6.4)















il existe une constante C*p>0 telle que:




K( y, x) f ( y) dy+|
\( y, x)r
[K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy
+|
\( y, x)r
K0( y, x) f ( y) dy, (6.6)
ou r=1m(x, W) et K 0 est le noyau de l’ope rateur {(&2)&12.
On pose:
B1 f (x) =
de f
1[x; 1m(x, W)1] } |
\( y, x)>r
K( y, x) f ( y) dy, (6.7)
B2 f (x) =
de f
1[x; 1m(x, W)1]c } |
\( y, x)>r
K( y, x) f ( y) dy. (6.8)
E videmment,
Bf (x) =de f |
\( y, x)>r
K( y, x) f ( y) dy=B1 f (x)+B2 f (x). (6.9)
De plus, pour tout (x0 , y0) # G_G et x0 { y0 , d’apre s (6.3) et le
Lemme 5.1, on sait que pour tout k # N, il existe une constante C(k)>0
telle que:
|K( y0 , x0)|
C(k)




_{|B( y0 , (14) \(x0 , y0))
\( y0 , h)
V(\( y0 , h))
W(h) dh+
1
\(x0 , y0)= . (6.10)
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On a le lemme suivant:













On note 1p$1=1&1p1 , alors, il existe une constante C( p1 , q*)>0 telleque:
|B1 f (x)|C( p1 , q*) r
(Dn)&1[M( | f | p$1)(x)]1p$1, (6.11)
|B2 f (x)|C( p1 , q*) r
(dn)&1[M( | f | p$1)(x)]1p$1, (6.12)
ou r=1m(x, W), pour toute fonction f convenable et pour tout x # G.
De monstration. Les arguments de la Remarque 5.1 et (6.10) montrent
que si j # N*, on a
{|2 j&1r<\( y, x)2 jr |K( y, x)| p1 dy=
1p1




















V&1p$1(2 jr) {1+V1n(2 jr) } 2
jr












la dernie re ine galite se de duit du Lemme 2.8.
Par conse quent,





2 j&1r<\(x, y)2 jr
|K( y, x)| | f ( y)| dy
 :
+
j=1 \|2 j&1r<\(x, y)2 jr |K( y, x)|
p1 dy+
1p1
_\|2 j&1r<\(x, y)2 jr | f ( y)| p$1 dy+
1p$1













_{ 1V(2 jr) |\(x, y)2 jr | f ( y)| p$1 dy=
1p$1








2 jr & .
Donc, si k est assez grand, d’apre s (1.1), on obtient le Lemme 6.1. K
Corollaire 6.2. Soit W # Bq0 avec D>q0>D2. Alors, il existe une
constante telle que:
|Bf (x)|C[M( | f | p$(D))]1p$(D), \x # G, (6.13)










D+ , ou 1<q*q0 et q*<D.
(6.14)

















Le Lemme 6.1 donne le corollaire. K
Ensuite, nous allons conside rer le terme suivant dans la formule (6.6):
|
\( y, x)r
[K( y, x)&K 0( y, x)] f ( y) dy.
Comme
&2y[1( y, x0 , *)&10( y, x0 , *)]+*[1( y, x0 , *)&10( y, x0 , *)]
=&W( y) 1( y, x0 , *).
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Donc,
1( y, x0 , *)&10( y, x0 , *)=&|
G
10( y, z, *) W(z) 1(z, x0 , *) dz.
Pour tout (x0 , y0) # G_G fixe avec \(x0 , y0)1m(x0 , W)=r, d’apre s
le The ore me 3.6 et la Proposition 3.1, on voit que pour tout k # N, il existe
une constante C(k)>0 telle que:
|{y 1( y0 , x0 , *)&2y 10( y0 , x0 , *)|
|
G




(1+*12\( y0 , z))k
}
\( y0 , z)
















[\(x0 , z)R, \( y0 , z)R]
=J1+J2+J3 , (6.15)
ou R=(14) \(x0 , y0).
On a e videmment:
3R<\(x0 , y0)&\( y0 , z)\(z, x0)
\(x0 , y0)+\( y0 , z)<5R, \z # B( y0 , R);
et
3R<\(x0 , y0)&\(x0 , z)\(z, y0)
\(x0 , y0)+\(x0 , z)<5R, \z # B(x0 , R).






V(R) |B( y0 , R)
\( y0 , z)
V(\( y0 , z))
W(z) dz,








































R {|[\(z, y0)R, \(z, x0)R]
W(z)
(1+m(x0 , W) \(z, x0))k
_
\2( y0 , z)













(1+m(x0 , W) \( y0 , z))k
__ \
2( y0 , z)
V(\( y0 , z))&
2
dz
par (1.2) et les ine galite s
1
5





R {|r>\(z, y0)R \
\2( y0 , z)






\4&k( y0 , z)






\4&k( y0 , z)









\4&k( y0 , z)
































[1+[2 j+1r } m( y0 , W)]k*]




, si k est assez grand,
puisque si \(x0 , y0)1m(x0 , W)=r, d’apre s le Lemme 2.5, r } m( y0 , W)
Cte.
D’autre part, en utilisant l’ine galite de Ho lder, on a
|
r>\(z, y0)R \
\2( y0 , z)




\2( y0 , z)









V(r) |\( y0 , z)<r W(z) dz
_{|r>\(z, y0)R \
\2( y0 , z)







V1q0(r) r&2 \|r>\(z, y0)R \
\2( y0 , z)





car quand \(x0 , y0)1m(x0 , W), d’apre s le Lemme 2.5 et (2.12), on a
r2
V(r) |\( y0 , z)<r W(z) dzCte,
ou Cte ne de pend pas de r ni de y0 .
On en de duit que: pour tout (x0 , y0) # G_G avec \(x0 , y0)r=
1m(x0 , W) et k # N* assez grand, il existe une constante C(k)>0 telle que
pour tout *>0, nous avons:
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V(R) |B( y0 , R)
\( y0 , z)















+V1q0(r) r&2 \|r>\(z, y0)R \
\2( y0 , z)






ou R=(14) \(x0 , y0) et 1q$0=1&1q0 .
D’apre s (6.16) et (6.3), on a imme diatement:
Lemme 6.3. Soit W # Bq0 avec q0>D2. Alors, il existe une constante
Cte>0 telle que pour tout (x0 , y0) # G_G qui satisfait x0 { y0 et \(x0 , y0)
1m(x0 , W), on a
|K( y0 , x0)&K0( y0 , x0)|
Cte { RV(R) |B( y0 , R)
\( y0 , z)

















r2R2 \|r>\(z, y0)R \
\2( y0 , z)






ou R=(14) \(x0 , y0) et 1q$0=1&1q0 .
Apre s avoir donne le Lemme 6.3, on peut e noncer le lemme suivant:
Lemme 6.4. Soit W # Bq0 avec D>q0>D2, alors
(a) Soit r=1m(x, W)1, et pour tout 1<q
*
























Alors, il existe une constante Cte>0 qui ne de pend pas de x ni de r telle
que:
} |\( y, x)r [K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy }
Cte[M( | f | p$(q*, d ))(x)]1p$(q*, d ). (6.18)
















Alors, il existe une constante Cte>0 qui ne de pend pas de x ni de r telle
que:
} |\( y, x)r [K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy }
Cte[M( | f | p$(D))(x)]1p$(D). (6.19)














On voit qu’il existe une constante telle que pour tout x # G, on a:
} |\( y, x)r [K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy }
Cte[M( | f | p$(D))(x)]1p$(D). (6.20)
De monstration. Pour simplifier les notations, on note
p
*






Tout d’abord, pour tout j # Z et j0, d’apre s le Lemme 6.3 et l’ine galite
de HardyLittlewoodSobolev (voir (1.6) et (1.7)), nous avons:
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{|2 j&1r<\(x, y)2 jr |K( y, x)&K0( y, x)| p* dy=
1p*
Cte { (14) 2
jr











V1p*(2 jr)+V 1q0(r) r&2 \14 2 j&1r+
&2
__|r>\(z, y0)(14) 2 j&1r \
\2( y0 , z)











V 1p*(2 jr)= . (6.21)
Or,
(14) 2 jr

























V(2 jr) |B(x, 2 jr) W( y) dy& V (1p*)&1(2 jr)












De plus, d’apre s (1.3), nous avons:
1









Cte \ V(r)V(2 jr)+
1q0













V (1p*)&1(2 jr); (6.24)
enfin, on voit que:
V1q0(r) r&2 \14 2 j&1r+
&2
__|r>\(z, y0)(14) 2 j&1r \
\2( y0 , z)












\2( y0 , z)

























_(2 j&3)&2 V (1p*)&1(2 jr), (6.25)
par (1.3).
D’apre s (6.21), (6.22), (6.23), (6.24) et (6.25), en utilisant l’ine galite de
Ho lder, on en de duit que
} |\( y, x)r [K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy }
 :
0
j=& {|2 j&1r<\( y, x)2 jr |K( y, x)&K
0( y, x)| p* dy=
1p*
_{|\( y, x)2 jr | f ( y)| p$* dy=
1p$*







V(2 jr) |B(x, 2 jr) W( y) dy&


















_[M( | f | p$*)(x)]1p$*.









(2 j)2 \ 12 j+
Dq0
Cte,





























Donc, pour de montrer le Lemme 6.4, il nous reste a de montrer qu’il





























En effet, nous avons:
1. Dans le cas ou r1, on rappelle que n*=d.















































































_[C(q0 , d )[1+(2 j&2)4q$0&d(2q$0&1)&(q$0(2&(dq0))2)]]1q$0
Cte(q0 , d ) :
0
j=&
(2 j&2)d&2 [1+(2 j&2)4&d(1+(1q0))&(2&(dq0)2)]




Cte(q0 , d ),
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C(q0 , d)[1+(2 j&2)4q$0&d(2q$0&1)
_min[(2 j&2)&q$0(2&(dq0)2), (2 j&2)&q$0(2&(Dq0)2)]], (6.26)
pour tout j0, et ou q0>D2d232 et q$0=q0 q0&1.
On a donc de montre (a).
2. Dans la suite, on conside re le cas ou r>1.
D’abord, nous avons n*=D et on pose j0>0 tel que 2 j0 r # [12, 1).



































































=C(q0 , d ) (2 j0r)2&(dq0)+((dD)&1) r(Dq0)&2
C*(q0 , d ),
car q0>D2, r>1 et 2 j0r # [ 12 , 1).
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C(q0 , D) :
0
j= j0+2
(2 j&2)D&2 [(2 j&3)q$0(4&D&(Dq0))]1q$0
car Dd3 et q0<D,






































Cte (2 j&2)d(2q$0&1)[C(q0 , D)(2 j0)4q$0&D(2q$0&1) r(d&D)(2q$0&1)
+C(q0 , d)_[(2 j0)4q$0&d(2q$0&1)+(2 j&2)4q$0&d(2q$0&1)&q$0(2&(Dq0)2)]],
car (6.26) et 4q$0&D(2q$0&1<0) quand Dd3 et q0<D,
C(q0 , D, d)(2 j&2)d(2q$0&1)[(2 j0)4q$0&D(2q$0&1) r(d&D)(2q$0&1)
+[(2 j0)4q$0&d(2q$0&1)+(2 j&2)4q$0&d(2q$0&1)&q$0(2&(Dq0)2)]].
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Donc, d’apre s (1.1), pour tout j&2< j0 , nous avons:
\ V(r)V(2 j&2r)+
1q0




















(q0 , D, d )[rd&D(2 j0)4&D(1+(1q0)) (2 j)d&2
+(2 j0)4&d(1+(1q0)) rD&dq0(2 j)d&2+rD&dq0(2 j) (2&(dq0))&(2&(Dq0)2)].


















(q0 , D, d ) :
j0+1
j=&
[rd&D(2 j0)4&D(1+(1q0)) (2 j)d&2
+(2 j0)4&d(1+(1q0)) rD&dq0(2 j)d&2+rD&dq0(2 j0) (2&(dq0))&(2&(Dq0)2)]
C(q0 , D, d)[rd&D(2 j0)2+d&D(1+(1q0))
+(2 j0)2&(dq0) rD&dq0+rD&dq0(2 j0) (2&(dq0))&(2&(Dq0)2)]
=C(q0 , D, d)[(2 j0r)d&D (2 j0)2&(Dq0)
+(2 j0r)D&dq0 (2 j0)2&(Dq0)+(2 j0r)D&dq0 (2 j0)2&(Dq0)2]
C(q0 , D, d),
car 2 j0r # [ 12 , 1), j00 et q0>D2.
On a donc de montre (b).
Le Lemme 6.4 est donc de montre . K
Pour tout x # G, on note rx=1m(x, W), et pour les fonctions convenables
f de finies sur G, on pose
Ef (x) =de f |
\( y, x)rx
[K( y, x)&K0( y, x)] f ( y) dy, \x # G. (6.27)
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De monstration du The ore me C. Supposons W # Bq0 avec D2<q0<D,
alors, d’apre s (6.6), le Corollaire 6.2 et le Lemme 6.4,
|Af (x)||Bf (x)|+|Ef (x)|+2 sup
=>0 } |\( y, x)>= K 0( y, x) f ( y) dy } ,
Cte[M( | f | p$(D))]1p$(D)+2 sup
=>0 } |\( y, x)>= K0( y, x) f ( y) dy } ,
(6.28)
ou K0 est le noyau inte gral de {(&2)&12.
D’apre s le re sultat de [Lo-Va] (ou [Alex]) et les re sultats de [Stei]
(Chapter 1 (7. Appendix)), en utilisant (3.4) et (3.5), nous savons que:
Si Gf (x) =de f sup
=>0 } |\( y, x)>= K 0( y, x) f ( y) dy }; (6.29)
alors, pour tout 1<p<+ fixe , il existe une constante Cp>0 telle que:
&Gf &pCp & f &p , \f # L p(G).
Donc, d’apre s (1.5), si 1p(D)=1q0&1D, alors, pour tout p$(D)<p
<+, il existe une constante Cp>0 telle que:
&Af &pCp & f &p , \f # L p(G).
D’apre s la ‘‘dualite ’’, on a donc le The ore me C. K
Pour terminer cet article, on indique les deux the ore mes suivants:
The ore me 6.5. Soit W # Bq0 avec q0>D2. Alors, pour tout 1p<2q0
fixe , il existe une constante Cp>0 telles que:
&W12(&2+W)&12 f&pCp & f &p , \f # L p(G). (6.30)
De monstration. D’apre s la formule (6.1) et le The ore me 3.6, nous
savons que pour tout k # N, il existe une constante C(k)>0 telle que:




[1+m( y, W) \(x, y)]k V(\(x, y))
| f ( y)| dy.




\(x, y) W 12(x)
[1+m( y, W) \(x, y)]k V(\(x, y))
| f ( y)| dy,
ou k est assez grand, et on note S* l’adjoint de S.
Comme ce qu’on a vu dans la remarque 5.2, nous savons qu’il existe une
constante Cte>0 telle que:
|S*f (x)|Cte[M( | f |2q$0)(x)]12q$0,
ou 12q$0=1&12q0 .
D’apre s (1.5) et la dualite , on obtient le The ore me 6.5. K
The ore me 6.6. Soit W # Bq0 avec D>q0>D2. Alors, pour tout p$0p









il existe une constante Cp>0 telles que
&W12(&2+W)&1 {f &pCp & f &p , \f # L p(G). (6.31)
De plus, soit q0>D, alors, pour tout 1p<2q0 fixe , il existe une
constante Cp>0 telle que:
&W12(&2+W)&1 {f &pCp & f &p , \f # L p(G). (6.32)
De monstration. Dans le cas ou q0>D, d’apre s (5.18), on sait que pour


















| f ( y)| dy {C(k) |G
1


















2 r<\(x, y)2 j+1r
1























V(2 j+1r) |\(x, y)2 j+1r W






























par (2.9) et (2.28)
Cte.
Par conse quent, si q0>D, on a
&W12(&2+W)&1 {f &1C1 & f &1 , \f # L1(G). (6.33)
De plus,
W12(&2+W)&1 {=W12(&2+W)&12 } (&2+W)&12 {. (6.34)
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Donc, d’apre s (6.5) et le The ore me 6.5, on obtient (6.31). Enfin, en remar-
quant que nous avons Bq1 /Bq2 pour tout D2<q1<q2 , d’apre s (6.34),
(6.5), le The ore me 6.5 et (6.33), ainsi que le the ore me de convexite de
Riesz, on obtient (6.32).
Ce qui ache ve la de monstration du The ore me 6.6. K
RE FE RENCES
[Alex] G. Alexopoulos, An application of homogeneization theory to harmonic analysis:
Harnack inequalities and Riesz transforms on Lie groups of polynomial growth,
Canad. J. Math. 44 (4) (1992), 691727.
[C-G-L] G. Citti, N. Garofalo, et E. Lanconelli, Harnack’s inequality for sum of squares
of vector fields plus a potential, Amer. J. Math. 115 (1993), 699734.
[Co-We] R. Coifman et G. Weiss, ‘‘Analyse harmonique non-commutative sur certains
espaces homoge nes,’’ Lecture Notes in Math., Vol. 242, Springer-Verlag, Berlin
New York, 1983.
[Feff] C. Fefferman, The uncertainty principle, Bull. Amer. Soc. 9 (1983), 129206.
[Giaq] Mariano Giaquinta, ‘‘Multiple Integrals in the Calculs of Variations and Non-
linear Elliptic Systems,’’ Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1983.
[Lo-Va] N. Lohoue et N. Th. Varopoulos, Remarques sur les transforme es de Riesz sur les
groupes de Lie nilpotents, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 301 (11) (1985), 559560.
[Loho] N. Lohoue , Estime es de type HardySobolev sur certaines varie te s riemanniennes
et les groupes de Lie, J. Funct. Anal. 112 (1993), 121158.
[Mitc] J. Michell, On CarnotCarathe odory metrics, J. Differential Geometry 21 (1985),
3545.
[Pans] P. Pansu, Croissance des boules et des ge ode siques ferme es dans les nilvarie te s,
Ergodic Theory Dynam. Systems 3 (1983), 415445.
[Shen] Zhong-Wei Shen, L p estimates for Schro dinger operators with certain potentials,
Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 45 (2) (1995), 513546.
[Stei] E. M. Stein, ‘‘Harmonic Analysis: Real-Variable Methods, Orthogonality, and
Oscillatary Integrals,’’ Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1993.
[Varo] N. Th. Varopoulos, Fonctions harmoniques sur les groupes de Lie, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 301 (17) (1987), 519521.
[V-S. C-T] N. Th. Varopoulos, L. Saloff-Coste, et T. Coulhon, ‘‘Analysis and Geometry on
Groups,’’ Cambridge Univ. Press, Cambridge, UK, 1992.
218 HONG-QUAN LI
